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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
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1. Se di multimea M:{a2—2b2| a,be Z}

a) Demonstrati identitatea (a®—2b)-(c? —2d?)=(ac+2bd)’ —2(ad +bc)", oricare ar fi
numerele reale a,b,c,d .
b) Daca u,ve M , sa se demonstreze casi u-ve M .

¢) Utilizand metoda inductiei matematice , sa se demonstreze ci 7" € M, (V) ne N'.

SUBIECTUL NR. 1 -7 puncte
a). | Se demonstreaza identitatea prin calcul direct 3p.
b). Alege u=a>-2b"siv=c*-2d*,a,b,c,de R 1p.
Din identitatea de la punctul precedent, rezultd cd u-ve M 1p.
Pentru a =3 si b=1(sau a =5 §i b =3) sau orice alt exemplu deducem ca 7€ M . 1p.
2 Daci 7"e M = 7""' =7-7"e€ M (conform cu b).) 1 p.

2. O bucatd de sarmad avand lungimea de 15 m se taie in doud buciti de lungimi diferite si, din
fiecare parte se construieste cate un pdatrat. S& se determine lungimile celor doud buciti,
stiind cd patratul obtinut prin ,,indoirea” partii mai mari are aria de patru ori mai mare
decét aria patratului obtinut prin ,,indoirea” partii mai mici.

SUBIECTUL NR. 2 — 7 puncte

Fie x respectiv (15— x) lungimile celor doud parti 1p.
Conform enuntului trebuie sd avem:

2 2
Gj :4-[15:() = 3x> —120x +900 = 0= x* —40x+300=0 3P
Obtinem: x, =30 (nu convine) si x, =10
SAU
X =4-(15-x) = x=2[15-4 2p.

2 2
Acelasi rezultat 1l obtinem din egalitatea: (154_ xj =4. (%j

Asadar bucata mai mare are 10m, iar cea mica are Sm. 1p.




3. O multime de patru numere naturale se numeste deosebitd daci admite exact doud
submultimi cu cate trei elemente aflate in progresie aritmeticd. De exemplu multimea

{10,11,12,14} este deosebiti deoarece admite submultimile {10,11,12}, {10,12,14} avand

elementele in progresie aritmetica. Dacd A={1,2,3,...,10}, si se determine :

a) Numadrul multimilor deosebite, cu cate patru elementele, de forma {2,3,..,...}, avand

elementele din A.

b) Numarul total al multimilor deosebite cu elemente din A (evident cu céte patru elemente).

SUBIECTUL NR. 3 — 7 puncte

Multimile deosebite au una dintre formele
{a,a+r,a+2r,a+3r}sau{a,a+r,a+2r,a+4r}

2). Multimile deosebite ce contin pe 2 si 3 si au elemente din A sunt: 3P
{1,2,3,4};{1,2,3,5};{2,3,4,5} 5i {2,3,4,6} . Asadar sunt 4 astfel de multimi.
Multimi de forma: {a,a + r,a +2r,a+3r}
Pentru r =1 sunt sapte multimi:{1,2,3,4};{2,3,4,5};.......{7,8,9,10}
b). | <Pentru r =2 sunt patru multimi:{1,3,5,7}:{2,4,6,8};{3,5,7,9}:{4,6.8,10} 2p.
Pentru r =3 avem o singurd multime:{1,4,7,10}
In acest caz avem 12 multimi.
Multimi de forma: {a,a+r,a+2r,a+4r}
{Pentru r =1 sunt sase multimi:{1,2,3,5};{2,3,4,6}:.......{6,7,8,10} Ip.
Pentru r =2 sunt doud multimi:{1,3,5,9};{2,4,6,10}
In acest caz avem 8 multimi.
In total avem 20 de multimi ,,deosebite” 1p.
4. Se considerd triunghiul ABC  si punctele Ne[BC], Me[AC] astfel incat

CM _CN _1

AM CB 2’
a) Sa se demonstreze ca NM :éﬁ—%ﬁ .
b) Daca NM F\ABZ{P} si %:k , sa se demonstreze ca ﬁﬁ:%@—%ﬁ .

c¢) Determinati 1€ R astfel incat NP =¢- NM si gasiti valoarea raportului %



SUBIECTUL NR. 4 — 7 puncte

AB+BN +NM + MA=0 1p.
BC = AC—AB; BN =~-(AC—AB); MA=—=AC Ip.
a). 2 3
_— ] — 1 —
NM =—-AC—-—-AB 1p.
6 2
b). | MP+ A+ AM == MN + NP AB - AB +5 AC = Ip.
Obtine: NP=X"2. 45 L. 4¢ 1 p.
2k 2
I = : AB
¢). | Din NP=t-NM:>t=—3§zk=1:>E=l. 2 p.
Metodi alternativa (pentru punctul c).)
In triunghiul ABC cu transversala MNP aplicim teorema lui MENELAUS
NB MC PA 1p.
Avem: — —— —=
©). NC MA PB
Cum:ﬂzlsiM—Czljp—A=2:>M=2:>£=1 lp

NC MA 2 PB PB PB
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
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1. a) Demonstrati c: logi(x3)=9log§(x), Mx>0.

b) Rezolvati ecuatia: §/3-log;(x’) +3-3/log,(x) —6=0, x>0.

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

SUBIECTUL NR. 1 -7 puncte
a). | log;x’ =(log, x3)2 =(3-log, x)’ =9-log> x 2 p.
Ecuatia devine: {/log; x +3/log, x =2=0 1 p.
Notam 3/log, x =1 Ip.
b). | Obtinem: #* +t-2=0=>1=1,1,=-2 1p.
Jlog,x =1=x,=2 I p.
Jlog, x=-"2=x,=2" 1 p.
2. a) Demonstrati ci a’ +b”> +2>2a+2b,(V)a,be R. Stabiliti cand are loc egalitatea.
b) Rezolvati ecuatia: 4" +9"+2=2-2"+2-3" xe R.
¢) Rezolvati ecuatia: log, x+log 3=2,xe (0,+)\{1}.
SUBIECTUL NR. 2 — 7 puncte
2) @’ +b* +222a+2b < (a—1)" +(b—1)" 20 (adevirat) 1 p.
Egalitatea are loc pentru a =b =1 1 p.
Notim 2" =asi 3’ =b 1p.
b). | Ecuatia devine: (2‘” - 1)2 + (3" - 1)2 =0 1p.
Rezultd 2 =3"=1=x=0 1p.
log 3= 1p.
8 log, x P
¢). | Notam log,x =y si ecuatia devine
1 1p.
y+—=2=(y-1) =0= y=1=log,x=1= x=3 P
y




3. Se considerd numerele complexe: zy=a+ib,a,be R;z, =1+2isi z, =-2+1i.
a) Calculati: |z, —z; | .

b) Sa se determine toate perechile de numere intregi (a,b) astfel incat | z, — z, I= V5.

< . . 2
c¢) Daca |z, — z, I=l z, | +1 z, |demonstrati ca L€ R.
2,

SUBIECTUL NR. 3 -7 puncte

a). |z2—z3|=|3+i|=\/ﬁ 1p.
2= 2| =|a=1+(b=2)i[ =(a=1)’ +(b-2) =45 1p.
Putem avea cazurile:

by | (a=1) =15i(b—2) =4 Ip.
sau (a—1)" =4si (b-2)" =1 1 p.
Obtinem: (a,b)€{(0,0); (2,0); (0,4); (2,4); (-L1); (-13); (3,1); (3,3)} 1p.
|2, - 2| =|z| +|z.| = (2a-b) =0=b=2a 1 p.

c).

) zl=a+ib=a+2ia=a-(1+2i)=a-z2:i:aeR 1p.

2

4. In trei magazin se vinde acelasi produs. In primul magazin se vand m buciti cu p lei/bucati. In
al doilea magazine se vand cu n» bucati mai mult decat in primul magazin la pretul de 40
lei/bucatd, iar 1n al treilea magazin se vand cu r bucati mai putin decat in primul magazine la
pretul de 60 lei/bucatd. Stiind ca in cele trei magazine se obtin sume egale de bani din vanzare,

aflati pretul de vanzare a unei unitati(bucati) de produs la primul magazin.

SUBIECTUL NR. 4 — 7 puncte

E\Iotém M, M,, M, cele trei magazine. Ip
In M, se obtin m- p lei

In M, se obtin (m+n)-40 lei 1 p.
In M, se obtin (m—n)-60 lei 1 p.
Conform anuntului avem:

m-p=(m+n)-40=(m—-n)-60 Lp.
Obtinem: m = 5n 2 p.
Rezultd p =48 lei 1 p.
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1 2 3
1. Se dd matricea A(x)=|2 x+3 x+4|,(V)xeR
3 x+1 x+5

a). Demonstrati cd A(x) este inversabild daca i numai dacd x #0.
b). Demonstrati ca nu existd Be M,(R) astfel incat A(0)-B=A(-1).
¢). Determinati xe Z" astfel incat A™' (x)e M, (Z)

SUBIECTUL NR. 1 -7 puncte
det A(x)=—x Ip.
Y A(x) este inversabild < detA(x)#0< x#0 lp
1 2 3 1 2 3
A(0)=|2 3 4| A(-1)=|2 2 3 1p.
3 45 3 3 4
b). | Presupunem ci exista Be M, (R) astfel incat A(0)-B=A(-1). |
Ar rezulta det A(0)-det B =det A(—1). P
Dar detA(0)=0si detA(-1)=1. X
Obtinem: 0-det B =1 (fals) = nu exista Be M, (]R) care sa satisfaca egalitatea. P
Adjuncta matricei A(x) este:
-1 x+2 —x-1
A(x)=] x+2 x—-4 -—x+2 1p.
). —x-1 —x+2 x-1
Dacd xe Z' = A" (x)e M,(Z)
Cum A™ () :—i-A*(x) — A7 (x)e M,(Z)= xe {11} Ip.




. . . . . . c—x b
2. Fie a,b,c, lungimile laturilor unui triunghi si matricea A(x) =( b j, xeR.
c+x

a). Demonstrati cd A(x)+A(-x)=2-A(0), (V) xeR.
b). Demonstrati cd daca det A(a)=0, atunci triunghiul dat este dreptunghic.

c). Demonstrati ca triunghiul dat este isoscel daca si numai dacd det A(0)=0

SUBIECTUL NR. 2 — 7 puncte

c b
a). A(x)+A(—x):2-(b j:2-A(O) 2p.
c
c—a b
detA(a)= =c’-a’-b’=0=>c"=a’ +b’ 2 p.
b). c+a
Conform reciprocei teoremei lui Pitagora rezultd ca triunghiul este dreptunghic, 1
avand ipotenuza de lungime ¢ p-
b
detA(0)=| |=c*—b*=(c—b)(c+b)
b c 1p.
9 | Daca det A(0) =0= b = ¢ (deci triunghi isoscel)
Dacd b=c = detA(0)=0 1p.
§ , a-x
3. a).Seddfunctia f:[0,00) 5> R, f(x)= -
(x+5)

Sé se determina «, € (0,o0) astfel incat graficul functiei sa admitd, ca asimptotd oblica spre oo

dreapta de ecuatie y=x-3

2'\/x2+7—\/x2+x+4

x—3 ’
sin2(x—3)
~8(x-3)

Calculati limitele laterale ale functiei f n punctul x, =3.

dacd xe (0,3)
b). Se da functia f:(0,4)\{3} > R, f(x)=
, dacd xe (3,4)

SUBIECTUL NR. 3 — 7 puncte

4 4
m=tim P @ —a=1 Ip.
xe x e x(x+f) X +36X + .

a). n=1im(f(x)—x)=1im[a—x4_xJ=hm xt=x(x+ )

x—e x—e x(x+,3)3 x—>°°x3+3,3x2+3,32x+,33: 5
p.
_ 3 Aap. a3
lim B BPXE g 3 gy
e x” +3Bx° 4387 x+
2-[\/x2+7—\/x2+x+4J i) 1
b). | I =lim —lim - 2 p.
3 x=3 S+ T4 +x+4 4
ld:hm—sinZ(x—3):_imsin2(x—3)_2(x—3):_l .

3 8(x—3) o3 2(x-3)  8(x-3) 4




1
— 1p.

x—3

Cum [ =1, = —i = existd lim f (x)=—

4. Zeceelevi E, E,,E,, E,, ......... , E,, sunt asezati, In aceastd ordine, In ,.sir indian” (ca §i puncte
coliniare cu E, pe primul loc si E,, pe ultimul loc). La o comanda data, fiecare dintre ei fie ca
isi schimba locul cu un alt coleg, fie cd raman pe loc. La prima comanda elevii E, si E, ramén
pe locurile lor, iar E,schimba cu E,,E,cu E;, E, cu E; si E; cu E,.

a) Care este ordinea lor dupd prima comanda?
b) Este posibil ca dupd a doua comanda sa avem ordinea: E,; E; E,; E;;E; E; E; E,; Eg; Ey?
Justificati raspunsul.

SUBIECTUL NR. 4 -7 puncte

Initial: E; E,; E;E, Eg Es B Eg Egs E 3
a). .
) Dupad prima comanda: E; E,; E;E; E; E E E EG E, P

b Da. E < EE, < EE < E E < EE < E 4
) Se obtine ordine: E,; E; E,; E;E,; E; E; E; Egs Eg p:




"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR L
JUDETEAN IASI 14 martie 2015 . ﬁgﬁi&‘ﬁg&g‘iﬁg&%ﬁ{AL
Profil tehnic

1.

CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XTI-A

Pe multimea R a numerelor reale se defineste legea de compozitie ,, *” prin:
x*¥y=xy—ax—ay+a’ +a, (V) x,ye Rsiae R, fixat.

a). Sa se demonstreze ca: x*y=(x—a)-(y—a)+a, (V) x,ye R.

b). Demonstrati cad multimea G, =(a,e),a€ R este parte stabild a multimii R in raport cu

legea ,, *”.
¢). Demonstrati cd (G,,*) este grup abelian.

d). Rezolvati ecuatia: x* x*x*.....ccceeuee. ¥X=X
2015 ori

SUBIECTUL NR. 1 -7 puncte
a). | xxy=x(y—a)-a(y-a)+a=(x—a)(y—a)+a 1p.
Sa demonstram ca
b). | (V) x.yeG, = x*yeG, & (V) x>a, y>b,= (x—a)(y-a)+a>0.(adevarat) | |p,
= G, este parte stabila a multimii R in raport cu legea ,, *”
Comutativitatea este evidenta.
(x* y)*zz[(x—a)(y—a)+a]*z=(x—a)(y—a)(z—a)+a=x*(y*z), 1p.
o (V) x,y,z€ G, = operatia "+" este asociativa.
Elementul neutru este: e=a+1>a = ec G, 1p.
Simetricul elementului xe G, este x'=a+ €G, Ip.
x—a
2 3 2015
x#x=(x—a) +a=>x*xxx=(x—a) +da, ..., xxx*x*..xx=(x—a) a 1p
2015 ori )
d). (x—a)" +a=x=(x—a)"" =1=>x=a-1¢G, six,=a+1e G,, deci este
solutia ecuatiei. 1p.
Obs! Poate observa ca x=e=a+1 este o solutie dar trebuie demonstratd unicitatea
ei!




70 0
2. FieA(x)=| 0 1 0|, xeR simultimea G={A(x)/xe R}
0 0 1
a). Verificati faptul ca I, G .
b). Demonstrati cd A(x)-A(y)=A(x+y),(V)x,ye R.

¢). Demonstrati cd (G,) este grup comutativ.

SUBIECTUL NR. 2 —7 puncte

a). | A(0)=1,=1,eG 1 p.
70 0
b). | A(x)-A(y)=] 0 1 0|=A(x+y) 1 p.
0 0 1
A(x)-A(y)=A(x+y)=A(y+x)=A(y)  A(x) = comutativitate
(A(x)-A(y) -A(z :A(x+y)-A(z)=A(x+y+z)=A(x)-A(y+z)= 2 p.
=A(x)-(A(y)  A(2)), (V) x,y,z€ R = asociativitatea
A(x)-A(e)=A(x)= A(x+e)=A(x) = x+e=x=>e=0=> A(0)e G este Ip.
¢). | element neutru.
70 0
A(x)~A(x'):A(O):>A(x+x'):A(O):>x':—x:>A(—x): 0 1 0leG
0 0 1 2p.

este simetrica matricei A(x)

3. a). Demonstrati ca: xt+4= (x2 +2x+ 2) . (x2 —2x+ 2), (V) xe R
2

b). Calculati: | xfi
X +

2
x+2 2 e < A AL o
2 <=,(V) xe R si daca existd un numdr natural nenul n astfel incat sa
X +

~dx, xe R

c¢). Demonstrati ca

X +2
x'+4

avemj -dx <0,001.

SUBIECTUL NR. 3 -7 puncte

a). | Se veridica prin calcul direct 1p.
X +2 42 1 dx
= dx=— | —— 2.
Ix i I (x* +2x+2) - (x* —2x+2) 2 Ix2—2x+2 P
b).
X +2 dx 1 1
Iy = — =—arctg(x+1)+—arctg(x—-1)+C
il Ix+1 J(x—1)2+1 peretg e )b areig (x=1) L.
+2 2 2 3\ 7
c). x <Zoe2'-3x+2>0=x' - =X +1>0 | x* == | +—>0 (adevarat) | 1 p.
xt'+4 3 4 16
1 2 n
d). | Folosind inegalitatea de la c). avemj j( j Ip.
xt+4 o\ 3




Trebuie sa avem: [gJ < 0,001 si cum lim [—J =0 rezulta ca existd un numar

x—eo| 3

ne N° astfel incét sa aiba loc.

SAU
Logaritmam inegalitatea de mai sus si tinem seama de faptul
cé:lg(%)zlg2—lg3<0. Lp.

Obtinem: n-(1g2-1g3)<-3=n-(Ig3-1g2)<3=>n>——
lg3-1Ig2

Luam:n = { }—i—l unde [x] este partea Intreagd a numdrului real x.

lg3-1Ig2

4. Se considerd functia f :[~1,0) - R, datd prin:

1 daci xe [0,00)

x+l?
e

/ (x) ] 2x+m
X Hx+e
a). Determinati parametrul real m astfel incat functia fsd admitd primitive pe intervalul
[—1Le0).

b). Determinati o primitivd F'= F(x) a restrictiei functiei f la intervalul [0,c0), care satisface

daca xe[-1,0), unde me R

conditia F(0)= 3
e

1
¢) Demonstrati cd If(x)-dx<é.

0 €
SUBIECTUL NR. 4 -7 puncte
1 . 2x+
) e DXt +xte e 1p.
a).
Pentru m =1, functia f este continua si In x =0 si deci admite primitive pe ]
intervalul [—1,c0) P-
F(x)= J.(x+1)~ef(x+1) cdx=—(x+1)-" +J.ef(x“) cdx=—(x+2)-¢ "y C 1p.
b).
Din F(0)=2=C=2= F(x)=2 -2 1p.
e e e e
x+2/' 3 2
f(x)‘dx:— —| =——+— Ip
e |, e e
o 3 .2 3 3 3 1
jf(x)~dx<—<:)———2<—(:)—2>—— (adevarat) 1p.
0 e e e e e e




